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Alcuni problemi reali

La Matematica Finanziaria classica

• Studia operazioni di scambio di moneta 
contro moneta che si protraggono nel tempo, 
considerate in condizioni di certezza.

Elementi 
fondamentali: ImportiImporti

TempiTempi

CertezzaCertezza

a cui gli importi si rendono disponibili

Matematica attuariale
(es. pagamento in caso 

di morte, flusso non certo)

≠≠≠≠
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Situazioni finanziarie elementari 
(SFE)

• Una SFE è una coppia ordinata (t,K) che 
rappresenta la disponibilità dell’importo K al 
tempo t

• Due SFE – ad es. (t0, C) e (t1, M) sono 
equivalenti se si ritiene equo lo scambio tra le 
due
– Es. (0, 100) può essere equivalente a (1, 110)
– Di solito t1 > t0 e spesso t0 = 0

Rappresentazione grafica delle SFE

Tempi

M

t1

C

t0

Secondo modo:
asse dei tempi
(importi solo
annotati sopra)

Importi

(t1, M)

Tempi

(t0, C)

Primo modo:
piano cartesiano
tempi/importi



5

Leggi finanziarie di 
capitalizzazione

• Sono leggi che ci aiutano a trovare quel M 
(“montante”) che rende equivalenti queste due SFE:

Tempi

M?

t

C

0

• In pratica, dati C (“capitale”)  e t (“scadenza”), 
dobbiamo scegliere una funzione M = Cm(t) 

t > 0

Proprietà richieste 
a un fattore di montante m(t)

1. m(t) sia definita  ∀t ∈ [0,T)
2. m(0) = 1

– Se la durata è nulla, il fattore di montante è 1

3. Dati t2 > t1 → m(t2) ≥ m(t1)
– La funzione è monotòna non decrescente in t
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relativi all’
intervallo 
tra t0 e t1

Terminologia: capitalizzazione

Tempi

M

t1 (t)

C

t0, (0)

Interesse

I ≡≡≡≡ M - C

Durata: t1 – t0 (t-0 = t)

Capitale
iniziale

Montante
di C

i
C
M

ttm +=≡ 1),( 10

Fattore di montante:

C
CM

C
I

tti
−=≡),( 10

Tasso di interesse:

In pratica…

• Studieremo in particolare due famiglie di leggi 
di capitalizzazione…
– Lineari, esponenziali, …ma qualunque funzione

rispetti i requisiti posti sopra è un fattore di 
montante
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Utilizzo dell’interesse semplice

• Montante

• Interesse I(t)

tCiCit

CCitCCMtI

=
−+=−=)(

M(t)

t

C
Ci

CitC

itCtCmtM

+=
=+== )1()()(

Ricordiamo l’equazione della retta y=mx+q

Esempio 1
• Utilizzando il regime di capitalizzazione semplice, 

calcolare montante e interesse dei seguenti capitali 
impiegati alle condizioni indicate:
– € 500 per 1 anno al tasso del 12% annuo:

– € 1.200 per 8 mesi al tasso del 11% annuo:

– € 600 per 7 mesi al tasso del 2,5% trimestrale:

88)12/8(
1288)3/2%111(1200)12/8(

≅
≅⋅+⋅=

I

M

601%12500)1(
56012,1500)1%121(500)1()1(

=⋅⋅==
=⋅=⋅+⋅=+=

CitI

itCM

35

635)3/7%5,21(600)3/7(

≅
≅⋅+⋅=

I

M
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Esempio 2

• Calcolare quale capitale impiegato al tasso annuo del 
9%, in regime di capitalizzazione semplice, dà in 3 
mesi e 10 giorni un interesse di € 115.

100
9% 115

365
365 115 365

115 4664
100 9% 9

Cit C

C

= ⋅ ⋅ =

⋅= = ≅
⋅

Esempio 3

• Calcolare a quale tasso d’interesse annuo è stato 
impiegato il capitale di € 2.500 che ha prodotto in 8 
mesi l'interesse semplice di € 175.

8
2500 175

12
175 3

10,5%
2500 2

Cit i

i

= ⋅ ⋅ =

= =
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Esempio 4

• In quanto tempo il capitale di €1200 impiegato 
al tasso d’interesse annuo del 10,5% produce 
interesse semplice di € 84?

3
2

5,1012
84

5,10
100

1200
84

84%5,101200

=
⋅

==

=⋅⋅=

t

tCitt

= 8 mesi

Interruzione e reinvestimento

1) M=C(1+it2)
2) M*= C(1+it1 )[1+i(t2-t1)]=

=C[1+it1+i(t2-t1)+i2t1(t2-t1)]
t

C
C(1+i)i

t1 t2

>C (1+it2)

“Scindere” l’operazione d’investimento
diventa vantaggioso per l’investitore e 
svantaggioso per il debitore (ad es. la banca)

12
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Leggi finanziarie di attualizzazione

• Dato M in t, trovare quel C che rende 
equivalenti queste due SFE:

Tempi

M

t

C?

0

• Attenzione al verso della freccia: stiamo “tornando 
indietro” da M a C, e cerchiamo una C =Mv(t)

Esempio

• Se tra 3 anni vogliamo avere a disposizione 
1000 euro, quanto dobbiamo investire oggi al 
tasso del 1% annuo in c.s.?
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Fattore di attualizzazione
(o fattore di sconto)

• Data qualunque legge di capitalizzazione:

• possiamo ricavare

– Nota: v(t) è un fattore di sconto valido solo se il suo 
m(t) coniugato rispetta le tre condizioni viste in 
precedenza. 

( )M C m t= ⋅

)(
)(

1
)(

tvM
tm

M
tm

M
C ⋅≡==

Fattore di sconto
che esprime la
legge di 
attualizzazione
associata, o 
coniugata a m(t)

Proprietà richieste 
a un fattore di sconto v(t) ≡ 1/m(t)

Fattore di montante
1. m(t) definita  

∀t ∈ [0,T)
2. m(0) = M(1,0) = 1
3. Dati t2 > t1

→ m(t2) ≥ m(t1)

(già viste) (nuove)

Fattore di sconto
1. v(t) definita e positiva

∀t ∈ [0,T)
2. v(0) = 1/ m(0) = 1
3. Dati t2 > t1

→v(t2) ≤ v(t1)
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Sconto razionale
• Il fattore di sconto è

• Il valore attuale è

• Lo sconto è

ittm
tv

+
==

1
1

)(
1

)(

D(t)

[ ]

it
it

M
it

M

tvMtCMtD

+
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�
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�

+
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=−=−=
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1

1

)(1)()(
M

t

it
M

tMvC
+

==
1

)(

C(t)

M

t

D(t)

Esempio 1 
• Un amico ha promesso di restituirmi € 510 tra tre 

mesi in cambio della cifra che gli ho prestato oggi al 
tasso dell’8% annuo secondo il regime dello sconto 
razionale. Quanto gli ho prestato?

10500510

500
02,1

510

12
3

%81

510
1

=−=−=

==
+

=
+

=

CMD

it
M

C
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Esercizio 1

• Una persona ha un debito di € 410 che scade fra 
un certo tempo ed un altro debito di € 860 che 
scade dopo un tempo triplo del primo. Col 
pagamento di € 1.200 salda i debiti 
anticipatamente, fruendo di uno sconto razionale 
del 10% annuo. Determinare le scadenze dei 2 
debiti.

Interesse composto
• Supponiamo che C sia investito per 1,2,3… periodi, e 

che l’interesse venga calcolato come una percentuale 
fissa (i>0) del montante maturato alla fine del periodo 
precedente
– M(0)=C
– M(1)=C+iC=C(1+i)
– M(2)=C(1+i) +iC(1+i)=C(1+i)2

Esempio (C=100, i=4%)
M(0)=100
M(1)=100⋅(1+4%)=104
M(2)=104 ⋅(1+4%)=

=100 ⋅1.042=108,16
M(3)=108,16 ⋅1,04=
=100 ⋅1.043=112,49

•In generale:
–M(t)=C(1+i)t

Cioè, in pratica: m(t)= (1+i)t
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Utilizzo dell’interesse composto

• Montante

• Interesse

[ ]1)1(

)()(

−+=
=−=−=

tiC

CtCmCMtI I(t)

t

tiCtCmtM )1()()( +==
M(t)

t

C

Rispettivamente:
7,27 anni 

e 11,53 anni

Esempio 2

• Determinare in quanto tempo un capitale impiegato 
ad interesse composto del 10% annuo si  raddoppia; e 
in quanto tempo si triplica. 

1,1

1,1

(1 10%) 2

1,1 2
ln 2

log 2 7,27
ln1,1

1,1 3
ln3

log 3 11,53
ln1,1

t

t

t

C C

t

t

+ =
=

= = ≅

=

= = ≅



15

Interruzione e reinvestimento

• Operazione non interrotta:

• Operazione interrotta:

2(0, )M Cm t=

1 2 1 2

*
1 1 2

( )
2

(0, ) ( , )

(1 ) (1 ) (1 ) ( )t t t t

M Cm t m t t

C i i C i M t−

= =
= + + = + =

M(t)

t

C

t1 t2

L’operazione è “scindibile” senza conseguenze 
per l’investitore o il finanziatore

M*=M

Sconto composto

• Il fattore di sconto è

• Il valore attuale è

• Lo sconto è
( ) (1 ) tC Mv t M i −= = +

[ ]tiMtCMtD −+−=−= )1(1)()(

t
t i

itm
tv −+=

+
== )1(

)1(
1

)(
1

)( C(t)

t

M
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Esempio 
• Un amico ha promesso di restituirmi € 20000 tra 5 

anni in cambio della cifra che gli ho prestato oggi al 
tasso dell’12% annuo secondo il regime dello sconto 
composto. Quanto gli ho prestato? Se, anziché
concedere il prestito, investissi al 16% annuo, quanto 
otterrei tra 5 anni?

8,23835%)161(6,11348)1(

6,11348%)121(20000)1(
5

5

≅+≅+=

≅+=+= −−

t

t

iCM

iMC

meno 20.000 =
Guadagno: € 3.835,8

Capitalizzazione composta
quando t non è intero: 2 opzioni

• Se t = n + f, con in intero e 0 < f < 1
– Es. C=100, i=10%, t=1,5 (un anno e sei mesi: n=1;f=0,5)

• Convenzione esponenziale (c.c./c.e.)
– Applico la formula di M(t) composto a questo t non intero

M(t)=C(1+i)t=C(1+i)n+f

M(1,5)=100⋅(1+10%)1,5 ≅ 115,4
• Convenzione lineare (c.c./c.l.), o mista

– Uso la capitalizzazione composta per la parte intera n,
e quella semplice per la parte frazionaria f

– M(t)=C(1+i)n (1+if)
– M(1,5)=100⋅(1+10%)1 ⋅(1+0,5⋅10%) ≅115,5
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Capitalizzazione composta in 
convenzione lineare (c.c./c.l.)

• Possiamo vederla come una 
spezzata che coincide con 
l’esponenziale del montante 
composto solo alle scadenze 
intere

• Poiché è lineare a tratti, sta 
“sopra” l’esponenziale 
(convessa) per tutti i t non 
interi (v. esempio della 
pagina precedente)

M(t)

t

C

1 2        3 

1,5

115,5
115,4

Esempio

• Calcolare il montante di 1250 in c.c./c.l. o capitalizzazione 
mista, per il periodo dal 20 Novembre 2001 al 15 Luglio 2004, 
se il tasso annuo di interesse è 7,5%. 

( )

37,151504,116,101,11250
365
196

%5,71%5,71
365
41

%5,711250

365
196

)2(
365
41

2

≅⋅⋅⋅≅
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15/7/200420/11/2001

2003 20042001 2002

2 anni 196 gg.41 gg.
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Confronto tra regimi di interesse

1

2 Interesse composto

Capitalizzazione
semplice

ittms +=1)(

( )t
c itm += 1)(

Dato un certo tasso i, quale regime è più conveniente
per il debitore o per il creditore?

Confronto tra regimi di interesse

• Le curve passano per i 
punti (0,1) e (1,1+i)

• Tuttavia, la diversa 
curvatura fa sì che
mc(t)<ms(t) se t<1
mc(t)>ms(t) se t>1

mc

ms

Ad es., per durate inferiori 
a un periodo, un debitore

preferisce l’interesse 
composto

1+i

0


